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1. (a) Udowodnié, ze jesli grupa ilorazowa G /Z(G) jest cykliczna, to grupa G jest abelowa
(Z(G) oznacza centrum grupy G).
(b) Udowodnié, ze nie istnieje grupa G, ktérej centrum jest podgrupa o indeksie 2 lub 3.

2. Dowies¢, ze istnieja tylko dwie nieizomorficzne grupy nieabelowe rzedu 8.
3. Dowies¢, ze kazda grupa rzedu 15 jest cykliczna.

4. Niech A bedzie grupa cykliczng rzedu n. Udowodnié, ze dla kazdego dzielnika d liczby n
istnieje doktadnie jedna podgrupa grupy A rzedu d.

5. Dowie$¢, ze kazda skonczona grupa abelowa, ktéra nie jest grupa cykliczna, zawiera podgrupe
H, ktoéra jest suma prosta dwbdch grup cyklicznych rzedu p, gdzie p jest pewna liczba pierwsza.

6. Niech p bedzie liczbg naturalng i niech G # E bedzie grupa, w ktorej kazdy # 1 element ma
rzad bedacy potega liczby p. Udowodnié, ze p jest liczba pierwsza. Ponadto, jesli grupa G jest
skonczona, to jej rzad jest potega liczby p.

7. Niech G bedzie grupa skonczona i niech p bedzie najmniejsza liczba pierwsza dzielaca rzad
grupy G. Dowiesé, ze kazda podgrupa H grupy G, ktérej indeks |G : H| jest réwny p, jest
podgrupa normalna grupy G.

8. Niech n > 2 i niech

0— A — Ay — ---— A, —0

bedzie ciggiem dokladnym grup skonczonych.
(a) Jesli n jest liczba parzysta, udowodnié, ze |Aj|-|As| - |An—1]| = |A2| - |A4] - |Anl.
(b) Jesli n jest liczba nieparzysta, udowodnié, ze |Aj|-|As|---|An| = |A2| - |A4] - |[An—1].

9. Pokazaé, ze grupa czworkowa Kleina G = Vj jest jedyna grupa G rzedu > 4, ktérej grupa
automorfizméw Aut G sklada sie z wszystkich bijekcji zbioru G pozostawiajacych jedynke grupy
G na miejscu.

10. Dla ciat kwadratowych K = Q(y/—2) oraz F = Q(v/—7) udowodnié, ze
(a) Addytywne grupy cial K i F' sa izomorficzne.

(b) Multyplikatywne grupy cial K i F' sa izomorficzne.

(c) Ciala K i F nie sa izomorficzne.

11. Udowodnié, ze czesé wspdlna wszystkich p—podgrup Sylowa grupy skonczonej G jest pod-
grupa normalng grupy G.

12. Niech G bedzie grupg rzedu 168. Udowodnié, ze grupy G nie mozna zanurzy¢ w grupe syme-
tryczng Sg. Pokazaé, ze jesli grupa G jest prosta, to ma 8 podgrup rzedu 7 i mozna ja zanurzyé
w grupe Sg.

13. Udowodnié, ze kazda grupa wolna jest beztorsyjna i jest nieabelowa jesli jej ranga jest > 2.
14. Udowodni¢, ze grupa z kodem genetycznym
gr({x1,...,xn} ||xi$jx;1x;1, 1<i<j<n)

jest wolna grupa abelowa rangi n (tzn. jest suma prosta n grup cyklicznych nieskonczonych).

15. Znalez¢ kod genetyczny grupy czwérkowej Kleina Vy = Zo X Zo.



16. Niech f € Z[X]. Skohczony ciag réznych liczb catkowitych xg,x1,...,2x_1 nazywamy
f—cyklem o dlugosci k, jesli f(xzo) = x1, f(x1) =22, ..., f(zp_1)= z0.

(a) Wskazaé wielomiany f i g takie, ze f ma cykl dlugosci 1 1 g ma cykl dlugosci 2.

(b) Udowodnié, ze wielomian f € Z[X] nie moze mieé¢ cyklu o dtugosci > 3.

17. Niech f € Q[X]. Udowodnié, ze jesli f(Q) = Q, to f jest wielomianem liniowym: f = aX +b,
a,beQ, a#0.

18. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n wielomian X" + X + 3 jest nierozkladalny w
pierécieniu Q[X].

19. Niech f,g € Z[X] i niech f bedzie wielomianem unormowanym (najwyzszy wspolczynnik
réwny 1). Udowodnié, ze jesli f(n) dzieli g(n) dla nieskonczenie wielu liczb naturalnych n, to f
dzieli g w Z[X].

20. Udowodnié, ze nie istnieje homomorfizm pierécienia Z[v/2] na pierécien Z[v/3].
Czy istnieje homomorfizm pierscienia wielomianéw Q[X| na pierscien Z[X]?

21. Znalez¢ wszystkie idealy maksymalne pierscienia funkcji rzeczywistych ciggtych na odcinku
[0, 1].

22. Niech A bedzie pierscieniem przemiennym i niech a, b beda ideatami w A.

(a) Udowodnié, ze jesli a-b=A,toa=0b=A.

(b) Dla A = Z[\/=5] i a = (2,1++/—5) znalez¢é ideal b w A taki, Zze a- b jest idealem gléwnym.
(c) Dla A = Z[fi], gdzie f > 1 jest liczba naturalng oraz i? = —1, i dla a = fZ[i], sprawdzi¢, ze
a jest idealem w A i nie istnieje niezerowy ideal b w A taki, ze a - b jest idealem gtéwnym.

23. Niech S bedzie podzbiorem multyplikatywnym pierécienia przemiennego A.

(a) Udowodnié¢, ze w zbiorze idealéw pierécienia A rozlacznych ze zbiorem S istnieje element
maksymalny p.

(b) Udowodnié, ze p jest idealem pierwszym.

24. Niech A bedzie pierécieniem przemiennym i niech ¥ bedzie zbiorem wszystkich podzbioréow
multyplikatywnych S C A.

(a) Zauwazy¢, ze ¥ jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym przez relacje inkluzji. Udowodnié,
ze w X istnieje element maksymalny.

(b) Udowodnié, ze zbiér S € X jest elementem maksymalnym w ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy
A\S jest minimalnym idealem pierwszym pierscienia A.

25. Niech K bedzie ciatem i niech A = K[X]/(X™). Udowodni¢, ze A jest pier§cieniem lokalnym
i jego jedyny ideal maksymalny jest ideatem gléownym.

26. Udowodnié, ze pierécien przemienny A jest pierscieniem lokalnym wtedy i tylko wtedy gdy
dla dowolnych a,b € A z tego, ze a + b = 1 wynika, ze a jest elementem odwracalnym lub b jest
elementem odwracalnym.

27. Niech A bedzie pierécieniem przemiennym, ktéry ma tylko skonczong liczbe n dzielnikéw
zera. Udowodnié, ze A jest pier§cieniem skoficzonym i ma co najwyzej (n + 1)? elementéw.

Wskazéwka. Niech 0 # a € A bedzie dzielnikiem zera i niech J bedzie anihilatorem elementu a.
Udowodnié, ze |J| <n+1oraz |[A/J| <n+1.

28. Niech R bedzie pierscieniem (niekoniecznie przemiennym), w ktérym kazda podgrupa addy-
tywnej grupy pierscienia jest idealem pierscienia R. Udowodnié, ze pierécien R jest izomorficzny
bad?Z z pierécieniem liczb calkowitych Z badZ z pewnym pierScieniem reszt Z/nZ, gdzie n € N.



29. Niech M bedzie A—modulem. Udowodnié, ze nastepujace warunki sg réwnowazne.

(a) Istnieja podmoduty My, ..., M, modutlu M takie, ze M = My & --- ® M,,.

(b) Istnieja endomorfizmy ¢1,...,p, modulu M takie, ze p1 + - -+ ¢, = 1y, @io@; =0
dla i#j oraz p;o0p; =¢; dla i,5=1,...,n.

30. Niech A bedzie pierécieniem przemiennym i niech a,b € A. Udowodnié, ze nastepujace
warunki sg réwnowazne.

(a) A=aA®bA (suma prosta A—moduléw).

(b) ab =0 1iistnieja z,y € A takie, ze azx + by = 1.

(¢c) ab=0 oraz a+b jest elementem odwracalnym pierécienia A.

31. Niech J = (X,Y) = A- X + A-Y bedzie idealem w pierscieniu A = K[X,Y] wielomianéw
dwdéch zmiennych X, Y nad cialem K. Udowodnié, ze J nie jest wolnym podmodutem A—modutu
wolnego A.

32. Niech R = M3(R) bedzie pierécieniem macierzy 2 x 2 nad cialem R liczb rzeczywistych i

niech
x 0
I—{[y OleR.x,yeR}.

(a) I jest ideatlem lewostronnym pierScienia R.
(b) I jest projektywnym R—modutem.
(¢) I nie jest wolnym R—modulem.

Sprawdzié, ze

33. Niech P bedzie R—modutem projektywnym. Udowodnié, ze dla kazdego niezerowego ele-
mentu p € P istnieje funkcjonal liniowy ¢ na P taki, ze ¢(p) # 0.

34. Udowodnié, ze jesli P jest podmodutem R—modulu wolnego, to dla kazdego niezerowego
elementu p € P istnieje funkcjonal liniowy a : P — R taki, ze a(p) # 0.

35. Niech A bedzie podpierécieniem ciala K réznym od K i niech K bedzie cialem ulamkéw
pierscienia A. Traktujac K jako A—modul udowodnié, ze

(a) Homa(K,A) =0 (nie istnieja niezerowe funkcjonaly liniowe na A—module K),

(b) K nie jest projektywnym A—modulem.

36. Niech F' bedzie grupa abelowa wolna z baza { fi, ..., fn} 1 niech
hi =aiifi+-+aimfn, aij€Z, a;>0, i=1,...,n.

Niech H = (hy,..., h,) bedzie podgrupa grupy F' generowana przez elementy hy, ..., h,. Udo-
wodnié, ze indeks |F' : H| podgrupy H w grupie F' mozna obliczy¢ nastepujaco:

|F : H| = a11a22 - Anpn-

37. Niech {fi,..., fn} bedzie baza grupy abelowej wolnej F' i niech aq,...,a, beda liczbami
naturalnymi. Udowodnié, ze

F/<a1f1a"'7anfn>%Z/a1Z>< XZ/anZ-

38. Udowodnié, ze dla dowolnych skonczonych grup abelowych A, B, C' zachodzi nastepujace
prawo skracania:
AxB2Ax(C = B=C(.

Wskazowka. Wykorzystaé twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci przedstawienia skonczonej
grupy abelowej w postaci sumy prostej p—grup abelowych.



39. Niech I oraz J beda idealami pierécienia przemiennego A.
(a) Udowodnié, ze jesli A—moduly A/I oraz A/J sa izomorficzne, to I = J.
(b) Pokazaé¢ na przykltadzie, ze pierscienie A/I oraz A/J sa izomorficzne, ale I # J.

40. Udowodnié, ze pierscien przemienny A jest pierscieniem caltkowitym wtedy i tylko wtedy
gdy ma nastepujaca wlasnoscé:

Dla kazdego skonczonego uktadu my,...,m, € M, jeéli my,...,m, sa liniowo niezalezne, to
takze amy, ..., am, sa liniowo niezalezne dla kazdego niezerowego a € A.

41. Udowodnié, ze jesli nad pierécieniem przemiennym A kazdy skonczenie generowany A—modut
jest wolny, to A jest cialem.

42. Niech M, N beda R—modutami i niech S < M oraz T' < N. Udowodnié¢, ze

M@NEM@N
SeT S T

(Utamki oznaczaja moduly ilorazowe, @ oznacza zewnetrzna sume prosta (iloczyn kartezjan-
ski)).

43. Niech f bedzie morfizmem w kategorii pierscieni przemiennych. Udowodnié, ze

(a) f jest injektywnym homomorfizmem pierscieni wtedy i tylko wtedy, gdy f jest kategoryjnym
monomorfizmem.

(b) Jesli f jest surjektywnym homomorfizmem pierscieni, to f jest kategoryjnym epimorfizmem.

44. Niech f bedzie morfizmem w kategorii modutéw. Udowodnié, ze

(a) f jest injektywnym homomorfizmem moduléw wtedy i tylko wtedy, gdy f jest kategoryjnym
monomorfizmem.

(b) f jest surjektywnym homomorfizmem moduléw wtedy i tylko wtedy, gdy f jest kategoryj-
nym epimorfizmem.

45. (a) Udowodnié, ze w kategorii zbioréw morfizm jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy
gdy jest odwzorowaniem injektywnym.

(b) Udowodnié, ze w kategorii zbioréw morfizm jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy jest
odwzorowaniem surjektywnym.

46. (a) Udowodnié, ze w kategorii grup morfizm jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy
jest homomorfizmem injektywnym.

(b) Udowodnié, ze w kategorii grup morfizm jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy jest
homomorfizmem surjektywnym.

47. Udowodnié, ze w kategorii torsyjnych grup abelowych istnieja nieskoniczone iloczyny proste
(produkty).

48. Okresli¢ kategorie (poprzez wskazanie obiektéow 1 morfizméw), w ktérych nastepujace obiek-
ty sa obiektami poczatkowymi:

(a) grupa ilorazowa, pierscien ilorazowy, modul ilorazowy;

(b) grupa wolna F'(X) z wolnym zbiorem generatoréw X;

(c) pierécien utamkéw S~!P wzgledem zbioru multyplikatywnego S;

(d) A—modul wolny z baza B;

(e) iloczyn tensorowy modutéw M @ N.



49. Niech A bedzie pierscieniem noetherowskim i niech ¢ : A — A bedzie homomorfizmem
pierécieni. Udowodnié, ze jesli ¢ jest epimorfizmem, to ¢ jest izomorfizmem.

Wskazoéwka. ker ¢ C ker <p2 C..-.

50. Niech A bedzie pierécieniem noetherowskim. Pokazaé, ze dla kazdego ideatu a pierécienia
A istnieje liczba naturalna m taka, ze

(rada)™ C a.

Wywnioskowaé stad dwa nastepujace stwierdzenia:

(a) W pierscieniu noetherowskim A nilradykal jest idealem nilpotentnym, to znaczy, istnieje
liczba naturalna m taka, ze (Nil A)™ = (0).

(b) Jesli q jest p—prymarnym idealem w pierécieniu noetherowskim A, to istnieje taka liczba
naturalna m, ze p™ C q C p.

51. Niech p bedzie liczba pierwszg i niech f bedzie unormowanym wielomianem nierozktadalnym
pierscienia Z[X] stopnia n > 1. Niech f oznacza wielomian pierécienia Z,[X], ktéry powstaje z
f przez zastapienie kazdego wspotczynnika jego reszta modulo p.

(a) Sprawdzié, ze (p) i (f) sa idealami pierwszymi w Z[X] oraz dla kazdej liczby naturalnej m
idealy (p)™ i (f)™ sa prymarne w Z[X].

(b) Sprawdzi¢, ze jedli f jest nierozkladalny w Z,[X], to p = (p) + (f) = (p, f) jest idealem
maksymalnym w Z[X] i wyznaczy¢ liczbe elementéw ciala Z[X]/p.

52. Udowodnié, ze wielomian f = X% + 1 jest nierozkladalny w Q[X] ale f jest rozkladalny w
Zp| X] dla kazdej liczby pierwszej p.

53. Pokaza¢, ze w pierscieniu Z[X] ideal q = (4,X) jest prymarny, ale nie jest potega ideatu
pierwszego.

54. Niech A={ap+ a1 X+ -+ a, X" € Z[X]:a1 =0 (mod 3)}.

(a) Pokazaé, ze w pierécieniu A ideal p = (3X, X2, X?3) jest idealem pierwszym.
(b) Pokazaé, ze p> nie jest idealem prymarnym.

Wskazéwka. (b) Rozpatrzyé wielomian 9X 2.

55. Niech q = (2, X)? = (4,2X, X?) bedzie idealem w pierscieniu Z[X].

(a) Sprawdzié, ze q jest idealem prymarnym.
(b) Sprawdzié, ze q = (4, X)N (2, X?).
Ideal g jest wiec ideatem prymarnym w pierscieniu noetherowskim, ale nie jest nieprzywiedlny.

56. Niech A bedzie pierécieniem catkowitym i niech S bedzie podzbiorem multyplikatywnym w
A. Udowodnié¢ nastepujace stwierdzenia.

(a) Jesli 2 jest ideatem pierscienia utamkéw AS~—! oraz a = AN A, to a jest ideatem w A oraz
A=aS L

(b) Jedli A jest pierscieniem noetherowskim, to AS~! jest takze pierscieniem noetherowskim.

57. Niech A bedzie pierscieniem catkowitym i niech S bedzie podzbiorem multyplikatywnym w
A. Udowodnié nastepujace stwierdzenia.

(a) Jedli A jest ideatem pierwszym pierécienia AS~! oraz a = AN A, to a jest ideatem pierwszym
w AorazaC A\ S.

(b) Jedli A jest ideatem pierscienia AS~! oraz a = AN A jest ideatem pierwszym w A takim, ze
aC A\ S, to A jest ideatem pierwszym w AS~L.

(c) Jesli w pierscieniu A kazdy niezerowy ideal pierwszy jest maksymalny, to takze w pierscieniu
AS~! kazdy niezerowy ideal pierwszy jest maksymalny.



58. Niech A bedzie pierécieniem catkowitym i niech S bedzie podzbiorem multyplikatywnym w
A. Udowodnié, ze jedli pierécien A jest integralnie domkniety, to pierécien utamkéw AS™! jest
takze integralnie domkniety.

Uwaga. Zadania 56, 57, 58 pokazuja, ze jesli A jest piersScieniem Dedekinda i S jest dowolnym

podzbiorem multyplikatywnym w A, to takze pierécien utamkéw AS~! jest pierscieniem Dede-
kinda.

59. Niech A C K" oraz B C K™ beda zbiorami algebraicznymi. Udowodni¢, ze produkt karte-
zjanski A x B C K™ jest takze zbiorem algebraicznym.

60. Dla dowolnych zbiorow algebraicznych Ay, ..., A, udowodnié, ze
n
i=1

61. Udowodnié, ze kazdy podzbiér domkniety w topologii Zariskiego przestrzeni C" jest do-
mkniety w naturalnej topologii tej przestrzeni.

62. Niech f,g € K[X,Y] gdzie K jest cialem algebraicznie domknietym. Udowodnié, ze krzywe
algebraiczne wyznaczone przez wielomiany f i g sa réwne (tzn. Z(f) = Z(g)) wtedy i tylko
wtedy gdy istnieja liczby naturalne n, m takie, ze f|g", ¢ f™.

Zauwazy¢, ze warunek ten jest rownowazny temu, ze f i ¢ maja te same czynniki nierozktadalne

nad K.

63. Niech f € K[X,Y] gdzie K jest cialem algebraicznie domknigtym i niech f = f{'--- fer
bedzie kanonicznym rozktadem wielomianu f na czynniki nierozktadalne nad cialem K. Udo-
wodnié, ze

(a) Z(f) = Z(f1)U---UZ(fr) jest rozkladem zbioru algebraicznego Z(f) na sume¢ mnogosciowa
rozmaitosci.

(b) Z(2(f)) = (fr--- fr)-

64. Udowodnié, ze kazdy wilasciwy ideal radykalny jest przekrojem zawierajacych go idealéw
pierwszych.

Wskazowka. Jesli a jest idealem radykalnym oraz a € a, to zbiér multyplikatywny S = {1,a,a?, ...}
jest rozlaczny z idealem a. Rozpatrzy¢ ideal maksymalny w rodzinie idealéw zawierajacych a i
roztacznych ze zbiorem S.

65. Niech Spec A bedzie zbiorem wszystkich idealéw pierwszych pierscienia przemiennego A.
Dla kazdego idealu a < A definiujemy V(a) = {p € Spec A :p D a}.
Udowodnié, ze dla idealéw a, b <1 A mamy
V(@)UV(b)=V(anb)=V(a-b),

oraz dla kazdej rodziny {a; : i € T'} idealéw pierécienia A mamy

m V(al) = V(Z ai).

i€T €T
Wywnioskowaé stad, ze na spektrum Spec A istnieje topologia, w ktérej zbiorami domknietymi
sa zbiory V(a) dla a < A (topologia Zariskiego na spektrum pierwszym pierécienia A).

66. Udowodnié¢, ze Spec A jest zwarta przestrzenia topologiczna (z kazdego pokrycia Spec A
zbiorami otwartymi mozna wybra¢ podpokrycie skoniczone).

67. Udowodnié, ze jesli Spec A jest sumg dwdch roztacznych zbioréw domknigtych, to istnieje
element idempotentny e € A rézny od 01 1.

Wskazéwka. Jesli Spec A=V (a) UV (b) i V(a)NV(b) =0, to a+b= A oraz a-b C Nil A.



W zadaniach 68 — 88 zakladamy, ze V jest skoficzenie wymiarowa przestrzenia wektorowa
nad cialem K, chyba, ze w zadaniu jest inne zalozenie o V.

68. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa z baza {v1,...,v,} i niech 7 bedzie endomorfizmem
przestrzeni V takim, ze

T(v1) =v9, T(v2) =v3,...,T(Vn—1) =vpn, T(Vp)=—apv1 —ap_1v2 — -+ — ayvy,.
(a) Udowodnié, ze f(1) =0 € Endg V dla wielomianu
f=X"+a X" '+ +a, € K[X].

(b) Udowodnié, ze f jest wielomianem minimalnym endomorfizmu 7.

69. (a) Niech V bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cialem liczb rzeczy-
wistych. Udowodnié, ze nie istniejg endomorfizmy o i 7 przestrzeni V takie, ze

oT — 10 = 1y

(b) Niech K bedzie cialem o charakterystyce 2 i niech V' bedzie 2-wymiarowa przestrzenia
wektorows nad cialem K. Wskazaé¢ endomorfizmy o i 7 przestrzeni V takie, ze

or — 10 = 1y.

(c¢) Niech K bedzie dowolnym cialem i niech V' = K[X]| bedzie przestrzenia wektorowa wielo-
mianéw nad K. Niech o bedzie endomorfizmem rézniczkowania wzgledem X, natomiast 7 niech
bedzie endomorfizmem mnozenia wielomianu przez X. Sprawdzié, ze

oT — 70 = 1y

70. Niech 0,7 € Endg V. Zalézmy, ze o7 = 70 i endomorfizmy o, 7 sa diagonalizowalne. Udowod-
nié, ze istnieje baza przestrzeni V', w ktorej kazdy z endomorfizméw o, 7 ma macierz diagonalng.

71. Udowodnié, ze jesli 7 #£ Oy jest osobliwym endomorfizmem przestrzeni V', to istnieje endo-
morfizm o przestrzeni V taki, ze o-7 =0y ale 7.0 # Oy.

72. Udowodnié, ze kazdy endomorfizm przestrzeni wektorowej V' nad ciatlem o charakterystyce
# 2 mozna przedstawi¢ w postaci sumy endomorfizméw odwracalnych.

73. Niech V bedzie przestrzenia nieskonczenie wymiarowsg i niech 7 € Endg V' bedzie endomorfi-
zmem jednoznacznie lewostronnie odwracalnym (to znaczy, istnieje dokladnie jeden endomorfizm
o € Endg V taki, ze o7 = 1y). Udowodnié, ze 7 jest endomorfizmem odwracalnym.

74. Niech 7 bedzie przemiennym podzbiorem algebry endomorfizméw przestrzeni wektorowej
V', to znaczy 7o = o7 dla kazdych 7,0 € 7. Dowies¢, ze jesli wielomian minimalny kazdego
endomorfizmu 7 € 7 rozklada sie na czynniki liniowe w ciele K, to istnieje wspdlny wektor
wlasny dla wszystkich endomorfizméw zbioru 7 (to znaczy taki wektor v € V, ze v # 0 oraz dla
kazdego 7 € 7 mamy 7(v) € Kv).

75. Niech A, B € M, (K) beda macierzami idempotentnymi, to znaczy, A2 = A oraz B? = B.
Udowodnié, ze macierze A i B sa podobne wtedy i tylko wtedy gdy maja réwne rzedy.

76. Niech char K # 2. Udowodnié, ze je$li endomorfizm 7 przestrzeni V spelnia tozsamos¢
73 = 7, to istniejg podprzestrzenie U, W, Z przestrzeni V takie, ze

() V=UasWeaeZz

(b) 7(u) =0dlawue U,

(¢) T(w) =w dlaw € W,

(d) 7(2) =—zdlaze Z.



77. Niech ¢ i 7 bedg endomorfizmami przestrzeni wektorowej V' nad ciatem C liczb zespolonych.
Udowodnié, ze jeéli 02 = 72 = 1y, to przestrzen V zawiera podprzestrzen U o wymiarze 1 lub
2, ktéra jest podprzestrzenia niezmienniczg obydwu endomorfizméw o i 7.

78. Udowodnié, ze jesli o jest endomorfizmem nilpotentnym oraz f € K[X]| jest dowolnym wie-
lomianem takim, ze f(0) # 0, to endomorfizm f(o) jest odwracalny.

79. Niech V bedzie przestrzenia 7—cykliczna. Udowodnié, ze kazdy endomorfizm o przestrzeni
V' przemienny z 7 ma posta¢ o = f(7), gdzie f € K[X].

81. Niech p, 7 € Endg V. Udowodnié, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

(a) V, =V, (izomorfizm K[X]|-moduléw).
(b) p i 7 sa podobne.

82. Niech f € K[X] bedzie wielomianem stopnia n > 1 i niech S(f) bedzie macierza stowarzy-
szong z wielomianem f.

(a) Udowodnié, ze f(S(f)) =0¢€ M,(K).
(b) Udowodni¢, ze f jest wielomianem minimalnym macierzy S(f) € M, (K).

83. Pokazaé, ze jesli macierze rzeczywiste A i B sa podobne nad ciatem liczb zespolonych, to sa
takze podobne nad ciatem liczb rzeczywistych.

84. Niech p,7 € Endg V.

(a) Udowodnié, ze endomorfizmy p7 i 7p maja te same wartosci wlasne.

(b) Udowodnié, ze jesli p i 7 maja wektory wlasne i p7 = 7p, to p i 7 maja wspdlny wektor
wlasny.

85. Udowodnié¢, ze nad cialem algebraicznie domknigtym K kazda macierz A € M, (K) jest
podobna do macierzy transponowanej AT

86. Niech p i 7 beda endomorfizmami przestrzeni wektorowej V nad ciatem C liczb zespolonych.
Udowodnié, ze jedli p> = 72 = 1y, to przestrzen V zawiera podprzestrzen U o wymiarze 1 lub
2, ktéra jest podprzestrzenia niezmiennicza obydwu endomorfizméw p i .

87. Niech K bedzie cialem o charakterystyce # 2.

(a) Jesli o € Endg V jest endomorfizmem nilpotentnym, to istnieje taki endomorfizm p €
Endg V, ze 1y + o = p°.

(b) Jesli w ciele K kazdy element jest kwadratem (K = K?), to dla kazdego endomorfizmu
odwracalnego 7 € Endg V istnieje taki endomorfizm p € Endg V, ze 7 = p?.

Wskazéwka. (a) Jedli 0™ =0y, to p= 1y + 210 + -+ + Zyy—10™ ! dla odpowiednio dobranych
T1,...,Tm-1 € K.
(b) Wykorzystaé (a) i twierdzenie o rozkladzie.

88. Niech wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 przestrzeni V ma stopien réwny wymia-
rowi przestrzeni: degp, = dim V. Udowodni¢, ze

(a) Modut V; jest cykliczny.

(b) Kazdy endomorfizm p przestrzeni V' przemienny z 7 ma posta¢ p = f(7), gdzie f € K[X].



