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1. (a) Udowodnié, ze jesli grupa ilorazowa G /Z(G) jest cykliczna, to grupa G jest abelowa
(Z(G) oznacza centrum grupy G).
(b) Udowodnié, ze nie istnieje grupa G, ktérej centrum jest podgrupa o indeksie 2 lub 3.

2. Dowies¢, ze istnieja tylko dwie nieizomorficzne grupy nieabelowe rzedu 8.
3. Dowies¢, ze kazda grupa rzedu 15 jest cykliczna.

4. Niech A bedzie grupa cykliczng rzedu n. Udowodnié, ze dla kazdego dzielnika d liczby n
istnieje doktadnie jedna podgrupa grupy A rzedu d.

5. Dowie$¢, ze kazda skonczona grupa abelowa, ktéra nie jest grupa cykliczna, zawiera podgrupe
H, ktoéra jest suma prosta dwbdch grup cyklicznych rzedu p, gdzie p jest pewna liczba pierwsza.

6. Niech p bedzie liczbg naturalng i niech G # E bedzie grupa, w ktorej kazdy # 1 element ma
rzad bedacy potega liczby p. Udowodnié, ze p jest liczba pierwsza. Ponadto, jesli grupa G jest
skonczona, to jej rzad jest potega liczby p.

7. Niech G bedzie grupa skonczona i niech p bedzie najmniejsza liczba pierwsza dzielaca rzad
grupy G. Dowiesé, ze kazda podgrupa H grupy G, ktérej indeks |G : H| jest réwny p, jest
podgrupa normalna grupy G.

8. Niech n > 2 i niech

0— A — Ay — ---— A, —0

bedzie ciggiem dokladnym grup skonczonych.
(a) Jesli n jest liczba parzysta, udowodnié, ze |Aj|-|As| - |An—1]| = |A2| - |A4] - |Anl.
(b) Jesli n jest liczba nieparzysta, udowodnié, ze |Aj|-|As|---|An| = |A2| - |A4] - |[An—1].

9. Pokazaé, ze grupa czworkowa Kleina G = Vj jest jedyna grupa G rzedu > 4, ktérej grupa
automorfizméw Aut G sklada sie z wszystkich bijekcji zbioru G pozostawiajacych jedynke grupy
G na miejscu.

10. Dla ciat kwadratowych K = Q(y/—2) oraz F = Q(v/—7) udowodnié, ze
(a) Addytywne grupy cial K i F' sa izomorficzne.

(b) Multyplikatywne grupy cial K i F' sa izomorficzne.

(c) Ciala K i F nie sa izomorficzne.

11. Udowodnié, ze czesé wspdlna wszystkich p—podgrup Sylowa grupy skonczonej G jest pod-
grupa normalng grupy G.

12. Niech G bedzie grupg rzedu 168. Udowodnié, ze grupy G nie mozna zanurzy¢ w grupe syme-
tryczng Sg. Pokazaé, ze jesli grupa G jest prosta, to ma 8 podgrup rzedu 7 i mozna ja zanurzyé
w grupe Sg.

13. Udowodnié, ze kazda grupa wolna jest beztorsyjna i jest nieabelowa jesli jej ranga jest > 2.
14. Udowodni¢, ze grupa z kodem genetycznym
gr({x1,...,xn} ||xi$jx;1x;1, 1<i<j<n)

jest wolna grupa abelowa rangi n (tzn. jest suma prosta n grup cyklicznych nieskonczonych).

15. Znalez¢ kod genetyczny grupy czwérkowej Kleina Vy = Zo X Zo.



16. Niech f € Z[X]. Skohczony ciag réznych liczb catkowitych xg,x1,...,2x_1 nazywamy
f—cyklem o dlugosci k, jesli f(xzo) = x1, f(x1) =22, ..., f(zp_1)= z0.

(a) Wskazaé wielomiany f i g takie, ze f ma cykl dlugosci 1 1 g ma cykl dlugosci 2.

(b) Udowodnié, ze wielomian f € Z[X] nie moze mieé¢ cyklu o dtugosci > 3.

17. Niech f € Q[X]. Udowodnié, ze jesli f(Q) = Q, to f jest wielomianem liniowym: f = aX +b,
a,beQ, a#0.

18. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n wielomian X" + X + 3 jest nierozkladalny w
pierécieniu Q[X].

19. Niech f,g € Z[X] i niech f bedzie wielomianem unormowanym (najwyzszy wspolczynnik
réwny 1). Udowodnié, ze jesli f(n) dzieli g(n) dla nieskonczenie wielu liczb naturalnych n, to f
dzieli g w Z[X].

20. Udowodnié, ze nie istnieje homomorfizm pierécienia Z[v/2] na pierécien Z[v/3].
Czy istnieje homomorfizm pierscienia wielomianéw Q[X| na pierscien Z[X]?

21. Znalez¢ wszystkie idealy maksymalne pierscienia funkcji rzeczywistych ciggtych na odcinku
[0, 1].

22. Niech A bedzie pierscieniem przemiennym i niech a, b beda ideatami w A.

(a) Udowodnié, ze jesli a-b=A,toa=0b=A.

(b) Dla A = Z[\/=5] i a = (2,1++/—5) znalez¢é ideal b w A taki, Zze a- b jest idealem gléwnym.
(c) Dla A = Z[fi], gdzie f > 1 jest liczba naturalng oraz i? = —1, i dla a = fZ[i], sprawdzi¢, ze
a jest idealem w A i nie istnieje niezerowy ideal b w A taki, ze a - b jest idealem gtéwnym.

23. Niech S bedzie podzbiorem multyplikatywnym pierécienia przemiennego A.

(a) Udowodnié¢, ze w zbiorze idealéw pierécienia A rozlacznych ze zbiorem S istnieje element
maksymalny p.

(b) Udowodnié, ze p jest idealem pierwszym.

24. Niech A bedzie pierécieniem przemiennym i niech ¥ bedzie zbiorem wszystkich podzbioréow
multyplikatywnych S C A.

(a) Zauwazy¢, ze ¥ jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym przez relacje inkluzji. Udowodnié,
ze w X istnieje element maksymalny.

(b) Udowodnié, ze zbiér S € X jest elementem maksymalnym w ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy
A\S jest minimalnym idealem pierwszym pierscienia A.

25. Niech K bedzie ciatem i niech A = K[X]/(X™). Udowodni¢, ze A jest pier§cieniem lokalnym
i jego jedyny ideal maksymalny jest ideatem gléownym.

26. Udowodnié, ze pierécien przemienny A jest pierscieniem lokalnym wtedy i tylko wtedy gdy
dla dowolnych a,b € A z tego, ze a + b = 1 wynika, ze a jest elementem odwracalnym lub b jest
elementem odwracalnym.

27. Niech A bedzie pierécieniem przemiennym, ktéry ma tylko skonczong liczbe n dzielnikéw
zera. Udowodnié, ze A jest pier§cieniem skoficzonym i ma co najwyzej (n + 1)? elementéw.

Wskazéwka. Niech 0 # a € A bedzie dzielnikiem zera i niech J bedzie anihilatorem elementu a.
Udowodnié, ze |J| <n+1oraz |[A/J| <n+1.

28. Niech R bedzie pierscieniem (niekoniecznie przemiennym), w ktérym kazda podgrupa addy-
tywnej grupy pierscienia jest idealem pierscienia R. Udowodnié, ze pierécien R jest izomorficzny
bad?Z z pierécieniem liczb calkowitych Z badZ z pewnym pierScieniem reszt Z/nZ, gdzie n € N.



29. Niech M bedzie A—modulem. Udowodnié, ze nastepujace warunki sg réwnowazne.

(a) Istnieja podmoduty My, ..., M, modutlu M takie, ze M = My & --- ® M,,.

(b) Istnieja endomorfizmy ¢1,...,p, modulu M takie, ze p1 + - -+ ¢, = 1y, @io@; =0
dla i#j oraz p;o0p; =¢; dla i,5=1,...,n.

30. Niech A bedzie pierécieniem przemiennym i niech a,b € A. Udowodnié, ze nastepujace
warunki sg réwnowazne.

(a) A=aA®bA (suma prosta A—moduléw).

(b) ab =0 1iistnieja z,y € A takie, ze azx + by = 1.

(¢c) ab=0 oraz a+b jest elementem odwracalnym pierécienia A.

31. Niech J = (X,Y) = A- X + A-Y bedzie idealem w pierscieniu A = K[X,Y] wielomianéw
dwdéch zmiennych X, Y nad cialem K. Udowodnié, ze J nie jest wolnym podmodutem A—modutu
wolnego A.

32. Niech R = M3(R) bedzie pierécieniem macierzy 2 x 2 nad cialem R liczb rzeczywistych i

niech
x 0
I—{[y OleR.x,yeR}.

(a) I jest ideatlem lewostronnym pierScienia R.
(b) I jest projektywnym R—modutem.
(¢) I nie jest wolnym R—modulem.

Sprawdzié, ze

33. Niech P bedzie R—modutem projektywnym. Udowodnié, ze dla kazdego niezerowego ele-
mentu p € P istnieje funkcjonal liniowy ¢ na P taki, ze ¢(p) # 0.

34. Udowodnié, ze jesli P jest podmodutem R—modulu wolnego, to dla kazdego niezerowego
elementu p € P istnieje funkcjonal liniowy a : P — R taki, ze a(p) # 0.

35. Niech A bedzie podpierécieniem ciala K réznym od K i niech K bedzie cialem ulamkéw
pierscienia A. Traktujac K jako A—modul udowodnié, ze

(a) Homa(K,A) =0 (nie istnieja niezerowe funkcjonaly liniowe na A—module K),

(b) K nie jest projektywnym A—modulem.

36. Niech F' bedzie grupa abelowa wolna z baza { fi, ..., fn} 1 niech
hi =aiifi+-+aimfn, aij€Z, a;>0, i=1,...,n.

Niech H = (hy,..., h,) bedzie podgrupa grupy F' generowana przez elementy hy, ..., h,. Udo-
wodnié, ze indeks |F' : H| podgrupy H w grupie F' mozna obliczy¢ nastepujaco:

|F : H| = a11a22 - Anpn-

37. Niech {fi,..., fn} bedzie baza grupy abelowej wolnej F' i niech aq,...,a, beda liczbami
naturalnymi. Udowodnié, ze

F/<a1f1a"'7anfn>%Z/a1Z>< XZ/anZ-

38. Udowodnié, ze dla dowolnych skonczonych grup abelowych A, B, C' zachodzi nastepujace
prawo skracania:
AxB2Ax(C = B=C(.

Wskazowka. Wykorzystaé twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci przedstawienia skonczonej
grupy abelowej w postaci sumy prostej p—grup abelowych.



39. Niech I oraz J beda idealami pierécienia przemiennego A.
(a) Udowodnié, ze jesli A—moduly A/I oraz A/J sa izomorficzne, to I = J.
(b) Pokazaé¢ na przykltadzie, ze pierscienie A/I oraz A/J sa izomorficzne, ale I # J.

40. Udowodnié, ze pierscien przemienny A jest pierscieniem caltkowitym wtedy i tylko wtedy
gdy ma nastepujaca wlasnoscé:

Dla kazdego skonczonego uktadu my,...,m, € M, jeéli my,...,m, sa liniowo niezalezne, to
takze amy, ..., am, sa liniowo niezalezne dla kazdego niezerowego a € A.

41. Udowodnié, ze jesli nad pierécieniem przemiennym A kazdy skonczenie generowany A—modut
jest wolny, to A jest cialem.

42. Niech M, N beda R—modutami i niech S < M oraz T' < N. Udowodnié¢, ze

M@NEM@N
SeT S T

(Utamki oznaczaja moduly ilorazowe, @ oznacza zewnetrzna sume prosta (iloczyn kartezjanski)).

43. Niech f bedzie morfizmem w kategorii pierscieni przemiennych. Udowodnié¢, ze

(a) f jest injektywnym homomorfizmem pierscieni wtedy i tylko wtedy, gdy f jest kategoryjnym
monomorfizmem.

(b) Jesli f jest surjektywnym homomorfizmem pierécieni, to f jest kategoryjnym epimorfizmem.

44. Niech f bedzie morfizmem w kategorii modutéw. Udowodnié, ze

(a) f jest injektywnym homomorfizmem moduléw wtedy i tylko wtedy, gdy f jest kategoryjnym
monomorfizmem.

(b) f jest surjektywnym homomorfizmem moduléw wtedy i tylko wtedy, gdy f jest kategoryjnym
epimorfizmem.

45. (a) Udowodnié¢, ze w kategorii zbioréw morfizm jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy
gdy jest odwzorowaniem injektywnym.

(b) Udowodnié, ze w kategorii zbioréw morfizm jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy jest
odwzorowaniem surjektywnym.

46. (a) Udowodnié¢, ze w kategorii grup morfizm jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy
jest homomorfizmem injektywnym.

(b) Udowodnié, ze w kategorii grup morfizm jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy jest
homomorfizmem surjektywnym.

47. Udowodnié, ze w kategorii torsyjnych grup abelowych istniejg nieskoficzone iloczyny proste
(produkty).

48. Okresli¢ kategorie (poprzez wskazanie obiektéw i morfizméw), w ktérych nastepujace obiekty
sg obiektami poczatkowymi:

(a) grupa ilorazowa, pierscien ilorazowy, modutl ilorazowy;

(b) grupa wolna F(X) z wolnym zbiorem generatoréw X;

(c) pierécien utamkéw S—!P wzgledem zbioru multyplikatywnego S;

(d) A—modul wolny z baza B;

(e) iloczyn tensorowy modutéw M ® N.



